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Exercice 1 : (6.5 points)

1)
a) Montrer que f, est continue a droite en 0
Corrigé :
On sait que :
lim z"Inz =0 pour tout\n'>.1
z—0t
(Limite usuelle des fonctions puissances-logaritifmes)
Par conséquent :
lim f,(z) = lim (z =" lo7T)=0—0=0= f,(0)
z—0t z—0t
’Donc fn est continue a droite en 0.‘
C N o fal2) o . :
b) Montrer que : lim f,(z) = foo’et Yim —— = —oo puis interpréter graphi-
T—+00 T—+00 X
quement
Corrigé :

o) =2z —2"Inz

1
=" (xn_l — lnm)

Orona:
lim =0 et lim Inz = 4+
z—4oo0 g1 —+00
Donc :
1
lim —Inz ) = -0
z—+00 x"fl
Et comme :

lim z™ = +o0 puisque n > 2
T—>+00

On conclut :

lim f,(z) = (400) X (—00) = —00

T—+00
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Eton a:

fn(T)
T
2" lng =Dy 4

=1—2"'Inx

Posons t =Inz  (t - 400 quand z — +00)

= ("D
Or:
tiiinoo eV =400 carn—1>0
D'ou :

lim In(2)

r—+00 €T

=1—(400) = -0

Interprétation graphique : La courbe (C),) admet une branche parabolique-de direction
verticale (I’axe des ordonnées) au voisinage de z — +00.

c) Montrer que f, est dérivable a droite en 0 et que f/ (0] )% 1

Corrigé :
Par définition du nombre dérivé a droite :
n - Jn 0 . G nl . _
f2(07) = lim Jul) = 1n(0) = lin o MRy (1—2""Inx)
z—0+ x—0 #—0+ T z—0+

On sait que pour tout n > 2 :

lim 2" YMnz<=0
z—01

(Limite usuelle des fonctions puissancéglogarithmes)
Par conséquent :
0Ty =1-0=1
La fonction f,, est donc dérivable 4 droite en 0 et son nombre dérivé vaut 1.

d) Montrer que f, est dérivable sur [0,+oco[ et que f/(z) =1 — 2" ! —nz" 'Inx
Corrigé :

Dérivabilité sur |0, +oo[ : La fonction f,, est dérivable sur ]0, +00[ comme somme
et.produit defonctions dérivables :

x Fx est dérivable

x +— z"Inx est dérivable (produit de 2" et Inz dérivables)

Dérivabilité en 0" : Nous avons déja montré que f,, est dérivable & droite en 0
avec f1(07) = 1.
Calcul de la dérivée : Pour x > 0 :

(2) =1

1
(#"Inz) =nz" tInw+2" — =naz" 'lnz + 2"}
T

Donc :

"2)=1—(nz" 'lnz+2")=1—-2""'—na"'Inz
n
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e) Montrer que f, est strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante
sur [1,4o0[
Corrigé :

Sur l’intervalle [0,1] :
Pour z € [0,1] :

Comme z € [0,1], on a 2"~ ! € [0,1] (car n > 2)
Inz<0doncl+nlnzx <1
Par conséquent " 1(1 +nlnx) <z" ' <1
On en déduit fi(z) =1—2"'(1+nlnz)>1—2"1 >0
De plus, f/(z) = 0 seulement si :
2"t =1 (cest-a-dire z = 1) et
l+nlnz =1 (c’est-a-dire Inx = 0 donc = = 1)
Ainsi f/(x) > 0 pour z € [0,1[ et f/ (1) = 0.
Sur lintervalle [1, +oo] :
Pour x € [1,400] :
Inz >0donc1+nlnz >1
2" P> 1 (carz > 1et n>2)
Ainsi 2" (1 +nlnz) > 1
Donc f/(z) =1—2""(1 + nln'w) <0
De plus, f/(z) = 0 seulement si :
r=1etlnzx =0 (donc z =11)
Ainsi f) (x) < 0 pour = €]1,/+o0[ et f},(1) = 0.
Conclusion :

fn est strictement. croissante sur [0, 1] car f/(x) >0
fn est strictement”décroissante sur [1, 400 car f/ (z) <0

2)
a) Montrer\que, pour tout entier n > 2, Vx € [0, +o0o[, foi1(z) < fu(x)
Corrigé :
On a :
ful@) = fr(@) = (. —2"Inz) — (z — 2" Inz) =2"(1 —2)Inx
Casz=0:
fn(o) - fn-i—l(o) =0-0=
Casz=1":
fuD) = fua(1)=(1—=1"In1) — (1 = 1""In1) =0
Cas z €]0,1] :

i) 2" > 0 (strictement positif)
i) 1—2>0 (carx < 1)
ili) Inz <0 (car 0 <z < 1)
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Donc f,(z) — foi1(x) =2"(1 —2)lnx <0
Cas z €]1,400[ :
i) 2" >0

i) 1—2 <0 (car x > 1)

ili) Inz > 0 (car z > 1)

Donc f,(z) — for1(x) =2"(1 —z)Inxz >0
Conclusion : Pour tout x € [0,400[, on a f,(x) — for1(x) > 0 Alors fr11(z) < fu(2)
pour tout z > 0 et tout n > 2.

b) En déduire la position relative des courbes (C),) et (C,1)

Corrigé :
Ve >0, for(z) < fulz) = (Chy1) est en dessous ded(C,,)
3)
a) Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique «,,\SN1, 2| tel’que f,(«,) =0
Corrigé :

i) fu(l)=1>0
i) fu(2)=2—-2"In2~2—2"x0.693 < 0 pour n > 2
iii) f, continue et strictement décroissante sur [1, 400

3l a, €]1, 2[ telque fi, () =0

b) Vérifier que Vn > 2, ol Ino, N 1
Corrigé :
Par définition de ay, 41, on a :
fari(@ny1) =0

ce qui s’écrit explicitement, :
Qi1 — agﬂ Ina, 1 =0
Pour a1 # 0 (ce qui est'vrai car «,, 11 €]1,2[), on peut diviser par o, :
l=oqa;,  Ina,,

Conclusion :
n _
ap g Ino, =1

¢) En déduire que f, (1) = apy — 1
Corrigé :
Par définition de f,, on a :

fo(Qni1) = ansr — Qi Inag
D’apres la question précédente, nous avons établi que :
ap i na, =1
En remplagant dans l'expression de f,(ap41) :
fn(an-l—l) = Qpp1 — <a2+1 In an+1) =ape1 — 1

4
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d) Montrer que la suite (a;,),>2 est strictement décroissante

Corrigé :
On a :
fn(an—l-l) = Qpy1 — 1
<1-1=0 car a,4 €]1,2]
= fulaw)
Comme f,, est strictement décroissante sur [1,+o00] et que :
falani1) < fulan)
on en déduit que :
CVnJrl Z (079

Conclusion : La suite (a,),>2 est strictement décroissante.

e) En déduire que («,),>2 est convergente

Corrigé :
‘Suite décroissante et minorée par 1, donc convergente
4)
a) Montrer que 1 </ <2 ou ¢ =lima,
Corrigé :

Pour tout n > 2, on sait que :
1<a,<?2

La suite () étant convergente (car’décroissante et minorée).

Par conservation des inégalités larges lors du passage a la limite :

lim o, = ¢
n—oo

1<0<2

1 1 n
b) Montrer que Vn > 2N\ 1= _nl(noz,)
nan

Corrigé :
D’apres les questions précédentes, nous savons que «,, vérifie :
" lna, =1
Donc, prenons le logarithme népérien des deux membres :
In (o) 'Ina,) = In(1)
In (o) + In(lnay,) =0
(n—1)lna, + In(lna,) =0

Alors :
(n—1)Ina, = —In(Ina,)
In(In av,)
=)
In oy,
Conclusion :
W= ~In(lnay,)
In o,
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In(In a,
c) On suppose ¢ > 1. Calculer lim In(n )
n—-+00 hl (7%

Corrigé :

Par hypothese, / = lim «, > 1.

n—r—+4o0o
Les fonctions In et Inoln sont continues sur |1, 4+00].
Par composition de limites et continuité :

lim Ina, =Inl¢ (car £ > 1)

n—-+o0o

lim In(lna,) =In(Inf) (car In¢ > 0)

n—-+o0o

On a donc : 1l In(ln
lim n(lna,) In(Inf)

n—o+oo Ineo,, — Inf

d) En déduire la valeur de /¢
Corrigé :
Nous avons établi que pour tout n > 2 :

et sous I’hypothese £ > 1 :
I In(ln o) In(In?)
im =

no+oo Ina, | Inf

En passant a la limite quand n — 400 :

In(In ¢)
In/

Yoo £ —

Ce qui est impossible car le mémbre de droite est fini (pour ¢ > 1).
Contradiction : L’hypothese,/"> 1 conduit donc a une contradiction. On en déduit que :

Conclusion :

Exercice 2 (3.5 points)

1)

a) Calculer I’intégrale :

1
1
/ dx
0 1+$2

1
/ dr = arctanz + C
14 22

Corrigé :
On a :
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Donc :

1
1
/ dx = arctan(1) — arctan(0)
0

14 22
T
=——0
4
K
|4
b) Pour tout entier n > 1, on pose :
& n
Uy = —
; n? + k2

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
Corrigé :
Réécrivons u,, sous forme de somme de Riemann :

1 & 1
My
k=1

148

n

1 1 |
tin o=t 3 S S =]

) i
lim w, =}~
n=++o00o 4

2)

Montrer que :

|
e st
o (I+a%)>  ~
Corrigé :
Sur [0, 1], on ax

1+ 2% >1donc (1+2%)2>1

Ainsi m S 1
En intégrant :

1 1 1
— _dx < lde =11
/0 (1+22)? x_/o !

1 1
— dx <1
/0 Qra22 ™=

3)

a) Montrer que :
Ve e [0,1], 0<e®—1<ex

Corrigé :
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On a pour tout x € [0,1] :
x>0

F2O1 don

Et considérons la fonction g(z) = ex — (e — 1) sur [0,1] :
i) g(0)=0—-(1—-1)=0

i) ¢(x) =e—e" >0 car e < e sur [0, 1]

Ainsi g est croissante avec g(0) = 0, donc g(z) > 0 sur [0, 1], ce qui donne :

et —1<ex

‘Oge’”—lgex‘

b) En déduire que :
Vrel0,1], 0<e"—1—2a< €2

(]

Corrigé :

Posons h(z) =e* — 1 — .
i) h'(z) =€*—12>0sur [0,1] (car e® >d),
ii) h(0) =0, donc h(z) > 0.

lef — 1a >0

Par intégration de e' < 1+ e.t%entre 0 et x :

/etdtg/(1+et)dt = ex—lgx—{—g:UQ
0 0
Alors :

Oﬁex—l—xgg:ﬁ

1)

a) Pour tout entieryn > 1, on pose :

Montrer que :

k=1
Corrigé :
Nous avons :
n n n
W =t = > (e —1) =Y g =Y (e —1—)
k=1 k=1 k=1
n
ou Yk .
n? + k2
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D’apres la question 3b, pour tout z € [0, 1], on a :

O§<29”—1—:I,’§E:L'2
2
avec y € [0,1] :
n n n 1
Yp = < <—=—-—<1 pourn=>1

n2+k2 - n2+1-n2 n
En appliquant I'inégalité de la question 3b a chaque y; :

e
0§eyk—1—yk§5yi

En sommant pour k de 1 a n :

3
3

Ce qui donne :

n 2
(& n
0< n - n<_ Y5 19
S w U_Q;(n2+k2)

b) Montrer que la fonction :

o (14 x2)_2
est strictement décroissante ([sur’ [0, I}.
Corrigé :
Posons f(z) = (1 +2?)220n'a :

() = —2(1 +2?)7% 20 = —4a(1 + 2%

Pour z €40, 1]
x>0
(bt 2%) 3 >0
Donc f/(z) =4~4x(1 + 2?)73 < 0 avec égalité seulement en z = 0.

Donc la fonction f est strictement décroissante sur [0, 1].

La fonction  — (1 + 2?)~? est strictement décroissante sur [0, 1].

c) En déduire que pour tout entier n > 1 et pour tout entier k£ € {1,2,...,n}, on

a:
1 N2\
- (1 + (_) ) g/ (1 —}—xz)dda:.
n n k—1

D’apres la question précédente, f est décroissante sur [0, 1]. Donc pour x € [ﬂ, %} :

f(%)sf@)sf(k;l)

9

3=

Corrigé :
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En particulier :

Donc :

Comme f (%) est constant :

Ce qui donne :

% (1 + (%)2> ) < /fl(l + 2%) " %dx

a) Montrer que :

Corrigé :

Nous avons :

Considérons le termey:

Pour ke {1,...,n}, on a:

Donec :

En sommant :

z”: n \ /1) &1l 1< . 1
_ J— — —_ = — - — n = —
n? + k2 “\n p n? n? n? n

k=1

IN

10
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En remplacons dans I'inégalité initiale :

0<w, —u, <

Do |
S|

Ce qui donne :

(&
2n

b) En déduire que la suite (w,),>; est convergente et déterminer sa limite.

Corrigé :

Nous savons que :
i) u, converge vers § (d’apres la question 1b)
11 € (&
ii) 0 <w, —u, < 5= avec 5= — 0

Et d’apres le théoreme des gendarmes a w,, — u,, :

lim (w, —u,) =0
n—oo

Comme w,, = u, + (w, — u,), on a :

lim w, = lim u, + lim (w, —u,) = L)
n—oo n—oo n—oo 4

. T
La suite (w,) converge vers 1

Exercice 3 : (3.5 points)
Partie 1
1)

a) Vérifier que le discriminant de”(F) est A = (im)?
Corrigé :

(EY: 22— (2+i)mz+m?*(1+i) =0
Calculons' le diseriminant :
A = [—(2%i)m]>—4x 1xm?(1+i) = m*(4+4i—1)—4m?(144) = m*(3+4i—4—4i) = m*(—1)
A = (im)?

b) Résoudre dans C I’équation (F)
Corrigé :
Les solutions sont :

(24 i)m £ v—-A

2
(2+i)m +im
z =
2
Donc : o 51 9
z1:< +z—|—z)m:( i z)m: m(1 + 1)
2 2
24+1—1)m 2m
R

11
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2)

Mettre 2,2, sous forme exponentielle pour m = re’
Corrigé :

0

2120 = m x m(1+1) =m?(1 +14) = r?e? (1 + 1)

Or 1+i =24, donc :

2129 = 123/ 2612047/4)

Partie 11
1) Calculer z3 et z4
Corrigé :
Rotation : .
25 =204 € 20— z) = m(1 +14) —i(—ni(1 4+ 7)) =
23 =|m(1+14) 4+ im(1+1i) =m(l + 2 — 1) =2im
Homothétie :

Z4:k21:

2) Donner la forme algébrique de :

Z4 — 22 23 A1
X
24 — 21 =3 T 22

Corrigé :

z4—22><23—21_k5m—m(1+i) 2im —m

24— 21 23— Z km —m 2im — m(1 + 1)

m(k~1—1i) m(2i—1)
mk—1)  m(i—1)
k—1—4 2i—1

K—1 -1
(k—1—4)(2 —1)
(k—1)(1—1)
C(k—1)(20— 1) —i(20 — 1)
N (k=1 —1)
C2ik—1)—(k—1) -2+
B (k—1)(i—1)

2k —1)—k+14+2+i

(k—1)(1 —1)

C(B—k)+i(2k—1)
=k +ik—1)
3—k+i(2k—1)
1—k+i(k—1)

3) En déduire que les points M;, My, M3 et M, sont cocycliques si et seulement
si k=-2.

12
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Corrigé : Les points sont cocycliques si et seulement si :

23 — R R4 — A1

: eR
23 — R R4 — 29
c’est a dite : S k(2 1
—kriZk 1) g
l—k+i(k—1)
Donc :

3—k+i(2k—1) (3—k+i(2k—1))(1—k—i(k— 1))

I—kti(k—1) (I—k+i(k—1)1—Fk—i(k—1))
B—k) (1 —k) + (3= k)(—i)(k — 1) +i(2k — 1)(1 — k) +4(2k — 1)(—i)(k — 1)

(1—k)2+(k—-1)
_ BE?—Tk+4)+i(—k*—k+2)
2(k —1)2
_ BE—Tk+4)+i(k+2)(—k+1)
2(k — 1)

Donc pour que 'expression soit réelle, sa partie imaginaire doit étre nulle. Cela impose :
k=1 ou k=-=-2
Or k # 1 par hypothese, donc la seule solution/est :
k= -2

Donc les points My, M, M3 et My sont cocycliques si et seulement si k = —2

Exercice 4 : (3.5 points)

Partie I
1-a) Vérifier que : 1 %2i =2
Corrigé :
Par définition de lalloi * avec x =1,y =0, 2" =0, 3y =2 :
1%2i=(1x2+0°x0)+i(0x2)
= (2+0)+(0)

=
b) Montrer que la loi * n’est pas commutative
Corrigé :

On a:

(14+d)*2i=(1x2+1°x0)+i(1 x2)=2+2i
2i% (14+4)=(0x14+2°x1)+i(2x1)=32+2i

Comme 2 + 2i # 32 + 24, la loi n’est pas commutative.

13
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2) Montrer que la loi * est associative
Corrigé :
Pour 2z, =z + iy, (k=1,2,3) :
(21 % 22) * 23 = [(T1y2 + Y7 @2) + iy1ya] * 23
= (z1y2ys + Y 22ys + (Y192)°3) + iy1y2ys
21 % (22 % 23) = 21 % [(Tays + Yax3) + iyays)
= (21y2ys + Y T2ys + Y7 Y523) + i112ys
Donc la loi * est associative.
3-a) Vérifier que : 1% (1 +2i) =2
Corrigé :
Avecx=1,y=0,2"=1,9y =2
1 (14+2i)=(1x2+0°x1)+i(0 x 2)
=(2+0)+1(0)

=[2]

b) En déduire que (C, %) n’est pas un groupe
Corrigé :
Si (C, ) était un groupe, I’équation 1 % X = 24urait, une unique solution. Or :
i) X =1+ 2i est solution (d’apres 3a)
ii) X = 2i est aussi solution (d’apres 1a)
Il y a donc plusieurs solutions, ce qui contredit la propriété d’unicité dans un groupe.
4-a) Montrer que E = {z +yi | + € Ry £ R*} ést’stable
Corrigé :
Pour z1 = x1 + 14, 2o =20 +yot/€ B :
2% Zp =@tys + Y7 7a) + i(y112)
avec y1y2 7 0 car y; et yo # 0
Donc z; x 29 € F.
Alors F = {z + yi'fx € Ryy € R*} est stable
b) Montrex que [Fyk) est un groupe non commutatif
Corrigé :

i) _,’Associativité : Héritée de (C, %)
ii) Elément neutre : e = 0+ car :
(z4+yi)*(0+i)=(z-1+9°-0)+i(y-1) =z +yi
iii) Inverse : Pour z = x + yi, cherchons 2z’ = a + bi tel que :
(x +yi) * (a+bi) = (xb+y°a) +i(yb) =0+
On résout yb =1 et zb+y°a =0 :

iv) Non commutativité : Comme pour (C, *)

Alors (E, %) est bien un groupe non commutatif.

14
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Partie 11
1. Montrer que F' = {yi | y € R*} est un sous-groupe de (E, *)
Corrigé :
— Stabilité : Pour yi,y'i € F' :
yixyi=(0+y"-0)+i(yy)=yyicF

— Elément neutre : i € F (cas y = 1)
— Inverse : Pour yi € F, cherchons y'i € F' tel que :

yixy'i =14 (élément neutre)
Par définition de la loi * :
yixy'i=0-y +y°-0)+ily y) ="iyy
On veut que ceci soit égal a I’élément neutre ¢ :

S . / / 1
@yy=@=>yy=1=>y=§

1
Ainsi, 'inverse de yi est | —i € F'| (car_y.# 0):
Y

Alors F' est un sous-groupe de (E, *).
2. Soit ¢ : R — C définie par p(z)= xz +1i
a) Montrer que p(R) =G
Corrigé :
Par définition, G = {z +4 | @€ R} = {p(z) | x € R} = |p(R) |

b) Montrer que ¢ est,unshomomorphisme de (R, +) vers (C, *)

Corrigé :
Pour z,2/ € R :

plaA )= (x+2')+1
olx)*p(a) = (x+i)x (&' +i)=(x-1+1°-2) +i(1-1)
=(x+a2)+i=¢(x+2)

Donc @ést un homomorphisme de (R, +) vers (C, ).
¢) En déduire que (G, *) est commutatif
Corrigé :
Comme (R, +) est commutatif et ¢ est un isomorphisme de (R, +) vers (C, %) , alors
(G, %) est commutatif.

Exercice 5 : (3 points)
1. En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer ’entier u € {1,2,...,22} tel que :
10u = 1[23]
Corrigé :

15
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On a:
23 =2x10+3
10=3x3+1
3=3x1+0
Alors :
1=10—3x3
=10—-3x (23 -2 x 10)
=7x10—-3x23
Alors :

2. Soient m un entier naturel et ¢ et r, respectivement, le quotient'et,le reste de
la division euclidienne de m par 10
(a) Montrer que : m = 10(q + ur) [23]
Corrigé :

m=10q +r
= 10q + r x 1-{23]
= 10g + r X (10w)f23] (car 10u = 1)
= 10(got+ ur) [23]

m =10(q + ur) [23]

(b) Montrer que : 23 diyisesiy == 23 divise (¢ + ur)
Corrigé : D’apres la question précédente :

m = 10(q + ur) [23]

Comme 10 é€t,23 sent premiers entre alors d’apres le théoreme de Gauss :

23 divise m <= 23 divise (¢ + ur)

3. On considére dans N le systéeme (95) :

x =1[23]
x = 2[10]
(a) Montrer que si x est une solution du systéme (S5) alors il existe ¢ € N tel
que :
x = 10q + 2 et 23 divise (¢ + 7)
Corrigé :

De la 2eme congruence : x = 10q + 2
De la lere congruence : 10g + 2 = 1[23]
Donc 10g = —1[23]

16
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Comme u = 7 est 'inverse de 10 modulo 23 :

g=-7[23] = q+7=0[23

dg € N,z = 10g + 2 et 23 divise (¢ + 7)

(b) Résoudre dans N le systeme (5)
Corrigé :
D’apres (a), g = 23k — 7 pour k € N*
Donc x = 10(23k — 7) + 2 = 230k — 68
| =230k — 68,k > 1

%
S
NS

,{Q
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